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 � ��� �� �	�������
�	 ����������� ����� �� �	���	� �������� �	 ����	������� ���� �� ��
�� �����
�
 ���	� �� ���	�� ����� ����	������
 ������� �������	�� ���	������	� ����
��� ��� � �����
 �	 ��� ������� �	 ��
�� �� �	������ ��� ����� �� ����� ���	��
���
 ���� �	�� ��� �������	��� �� ��� ��������	
�	� ����� �	 ���� ��	�� ���
��	���� �� ������� �������� �� ���
 ������� ����	�����
� � ������� �������� �����	�
� ���� 	����� ��� ���� �������� ������ �� ���
� ��� ������ ���� 	����� ���
��� ������� ��� ��	�� �� ���� ���� �������
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 ��� �� ��� �������� ���� ���
 ��� �������	��	� �
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���	� ��� ������
 ��	����	 ���� ��� ��������	
�	� ���� ��� �	 ��	
 ����
���� �!"�#�$�%&�%��%%��� �	 ����� ����� �'���� ������� ��������� �����	� ���
���	�� ��	 �� ����	�
 �� ����	 ��� �������	��� �� ����� ���� ���� �%�$�!$��� (�)
��
��� � ������ 
�*	����	 �� ��� �������	��� �� ��� ���� �����
�� ��� ���	� ����
���� 	���������	 �������
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��
�	
 �
���� ��	����� �� � ��� �� ���	�� ��������	� �'���	��� �� ���
)
����� ��� 	����	 �� �)������ ���� �� ���� ��� �	 ���� ����� ��� �	������
 �	���)

���
 �	 �%$�%#�� ���� ���� ��� ���	 ��	��	��
 �	 �&� ����� � ���� 
��������	
��������� ��� �)������ �
����� ��� ���	 �	���
���
� �	 ��
�� �� �������/�
�)������ �
����� �� ������ ���� 0�������	����� ��� ��	����� �� ������� ����

����� ���
 	������	� �	
 ��
	�� ������� ���� �%1� ��� � ���
 ������ �	
 ��������
�����	�����	 �� ��������	���� �����
�� 2� ���� ��������� �	 ����� ��	����� �	
��� 	�'� ������	� �	 ��	����� ���� ��� ����� �	
�����	
�	� �� �)��������� �)
������ 
��� 	�� 	���������
 ��
��� ��� ��� ���	������	� �� ��	�
 .	 �'���	��
�� ��������
 �� ��� �	�����
 ����� ��� �����	
 ���� ����� 	�� ������ �	 ���
��������� �� ��	��
�� ���� ��	�
 �� 3��� �	����� �������� �������� .	 ���	�
��
 �� �����	� �� �'���	�� ��� ���
 a �
 �m �	��� �� ��� ���
� ��	�
� +�� ��
������ ���� ���� �� 	�� ��� ����� �������	� �� ��	�
 �	 ��	���� �4���������
�����
 ����� ��	�
 �� �����
 ���
 �� ��� 
	�����	 �������

.� � ������ �� ����� �)������ ������ � ���� ��������� �� �'���	���� ,�� �'������
��� �� ������� � ���
 ������ �������� ��������	 ����� ��� ���� 1 ≤ i ≤ r ��
���� ���� ��� ���	� Ai ��	� ��� ���
 ai �	
 
������ ��� ���
 a(i mod r)+1�
5��� � ��������	 �� ����������
 
������
 �	 ,����� % ��� ��� ���� �� 6 ���	��
�	
 6 ���
�� ���� �����)���	� ���	������	 ��	 �� �����
 ��������
 �����	 ���
��������� �� ���� ���� �� ��� ���	�� �����	� ��� 
�����
 ����� -	 ��� ��	����
�
�� ����
 	�� �� �� ���
 �� ������� �� �� ����� ����� ���� �� *��� ����	
�	� �	��
��	�
� ,�� �'������ �� ��� ���	� A2 ��4����� ��	�
 �� A1 �� ����	�� ��� ���
���
 a2 ���	 �� ��
 �����	 ���� A2 ��� 	� ��	�
 �� ���� ���
� .� � �������
��� ����� �������� �'���	�� ����
 	�� �� ��	���
�
� �	 ����� ���� ��� ���	��
����
 ��� ������� �� �� ���� ��������
� +�� �� ���� 	��� ���� �� �'���	���
��� ���������
 �� �� ��������� ���	 �� ����
 ���� ���� ���� ���
 
����� ,��
�'������ ��� ���	� A2 ���� 	�� �� �����	� �� ���� ���
 ��� ���� ��	�� �� �� 	��
�	�������
 �	 ��� ���� ��	�
 �
 A1�

6



�	 �)������ �
������ ���	�� ��� ������
 �����
�	� �� ��� ���������� �� ��� �����)
���	
�	� ��������� ���� ,����� !�� ,����� ���	�� ��� �����	�
 �	�� ����� ���)
���� ����� ��������� ����	� �	 ��� ���� ���
�� -	�� ���� ������ ���� �����	�	��
���� ��� ���	 	� ���� �'���	��� ��	 �� ��������
� �	 ���	� �������	��	� ���
�	������� �� ��� ��� ���	�� �	 ��� ������ �� ������
� ��� 	�� ���	�� ���� �� ����	
������
 �	�� ������� ����� ���	�� ��� ������
 �
 ���	������ ���� ��������	 ��
�������
 �	��� � ������ ������ �� ������
� ���� ������������ ��������� �����	��
�� ����� ��� �
��	������ ,����� ������	� ����� ��� 
���	����
 ������� ���	��
���� �'���	�� ��������� �� ����� �� ��� �������	 �� ��� �������� �� ���������
5���	
� �
 ������	� 	�� ��������	������� ���	�� �	�� � ������ �� ��������

�	
 �
 �����	�	� ���� �	�� ������ ��
�� �������� �� ���� � ����� 	�����
�� ���	�� ����	��	� �� � ������	 ������� ���� �� ���
 ������	� �� �� ���� �	��
�����	� ���� � ��� 	����� �� ���	�� ����
 ���� ���
 
�7���� �� *	
 ���
���
���� ���� ���
 ��� �����	� ���� ���� �� �� ������� ��� 	����� �� ��������
���� ���	�� ��	
 �� �����	����� ���� ���� ����� 
����������
 �	������� ����
��� 	����� �� ���	�� �	 ��� ������� ,�	���
� ��� �� 	��� ���� �� �	 ���	� 
���
	�� *	
 ��� ���
��� ���� �� �� �����	� ��� �	 � ����� ������� ����� ���� �� � 	��
���	� �����	� ��� ��� ���� ���
��� ��	
 ����	� �	�� �����	� ��� �������	���
�� ��� �����	�� ���	�� �	 � ����	
 �������

�	 ��
�� �� �������
 ������
 �)������ �
����� �� ���� ��� � ������� ���������
	������	 ����
 �	 ��� ��	����� ���� �!%�!!�� ���� ��	����� �� ���
 ��������
��� ��� �������� ������� �� ��� ��������
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��� ���� ��� �����)
*�����	 �	
 �	��
��� �� ��	�����	� �	
 
���������
 �
����� ����� ���������
���
 � ��	
���	��� ����� 8������������ ���� 
��� 	�� �����
� � ����	
 �
�	

��	�������� �� ��� �	� 	��
�
 �	 �)������ �
������ �� ��� ��	����� ��� �� ��
�'��	
�
� �	 �

����	 �� � �
	��'� �� ���� �����
� �	 ��������	�� ����	����
��� ��� 	�� ��	������ (
 
��	� ��� ����
 ����� �� ��� �������	 �� �	 �)������
�
���� ��
 �� �������
 �����*�
� ����
�	� ����������� �	
 �����
�	� � �����
��������� �� ��� �
����� �� �� ����� �� ���	� ��� ���� 
����	��� �� �)������
�
����� 
� 	�� 	��
 �� �� ������� ��� ��� ����	��� �����	��
� �	 ����� �� ��
�	���� �� ���
 �	
�����	
 ��� ��� �
	��' �� ��� ��	����� ������ �� ���� ���

��	 
�*	� ��� �
����� ���� ���
 ��� �	�������
 �	�

��� ���� �� ��� ����� �� ���������
 �� �������� �	 5�����	 ! �� �	���
��� ����
��'�����
 	������	 �	
 ��� ��������	���� ��	����� ���� �� ���� ��� �	 ����
������ 5�����	 6 �������	�� ��� ���� �� ��� ������ ,����� �� ���� �	 �	������

���������	 �� ��� �������� �� �)������ �
������ 8�'�� �� �����	� � �������/�)
���	 �� ��� ��� 	�������
 ��	����� �� ������
 �)������ �
������ �	 5�����	 & ��

������ ���� ������ ��	���	�	� ��� ��������� �������	�����	 �� ��� ����������
.�������
�� �	 5�����	 "� �� ���

 ��� ���	 ����������� ���������� �� �)������
�
������ �	 ����������� �� ���� ���� �
 ���	� � ������������ ��������� �� 
�
	�� ���� ���	���� �7���	�
� 8�'�� �	 5�����	 $ �� �����	� ��� ��	������	��
,�	���
� �	 ��� ����	
�' �� ���� ����� �� �����	� ��� ������ �� ���� ��'�����

������� ���� ��� ���
 �	 5�����	 "�
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�	 ���� ������	 �� �	���
��� ���� ��	����� ���� �� ���� ��� 
���	� ��� ����
�� ���� ������ 5����*����
� �� �����	� ��� 	����	� �� ������
 ��	����	 �	
 ��
�'����	 ��� ��������	�� ����� ��� � ������� ������� ��� 
�*	�
� ,���� �� �����	�
���� ������������ 	������	�

����	�	�� � 2� ��	��
�� �9+ = {x ∈ �9 | x ≥ 0}� 2� ���� ������
 
�)
	��� �	���
� �	 �9n ���� n ≥ 2� �
 x, y, . . . :���	 x ∈ �9n� xi 
�	���� ���
i)�� �����	�	�� 2� �'��	
 �� ������� ���� ����� ���������� ��������	�� +��
x, y ∈ �9n� 2� 
�*	� ��� �

����	 �� ������� x �	
 y� 
�	���
 �
 x+y� �����

�� (x1 + y1, . . . , xn + yn)� 2� ����� x ≤ y �� ��� �	
 1 ≤ i ≤ n �� ���� xi ≤ yi�

2� ���� ������
 
�	��� ���
��	� �	 An×m ���� n,m ≥ 2� �	
 � ��� A� �

������������ ������� E , E1, . . . ��

��� ������	� ��������������� �� ��� ��������� �� �	 �)������ �
���� ��� �����
����	�� �� 
	���
�	� ��	
�����	� ��� ����� ���� ���
 ��	� �	
 ����� �������
��������� ��	
�����	� �������	�� ���	� 
�;���	� ������� �� �����������

����	�	�� 
 2� ���� ������� ���� ����� �'��� p > 0 
�;���	� ��	
� �� ��)
�������� ����	�� �� 
	���
�	� ��� 
�*	�
 �� ������� x ∈ �9p

+� . ������� ��������
�� � ��	����	 u : �9p

+ −→ �9� ��

�	 ��������	���� �����
 ����� ��� ���� ����������	� ���� ��� ������
 ������

�	 ������
 ��	����	� ����	�
 ������ ��	���	����
� ��	��'��
� �	
 ��	��	���
��
�	��������
� ����	 � ������
 ��	����	 u �� ���� ���� u(x) < u(y) ���	� ����
��� ������ y �� ��������
 �� x�

��� ���	 ������� �� �)������ �
����� �� ���� ���	�� �'���	�� ���������� +��
�� ������� � �
���� ���� n ���	�� ����� p 
�;���	� �
��� �� ���
���� ��	
�� �'���	��
� ���� ���	� ��� �� �	��������	 ���� ��� �������� � ���� (x, u)�
���� x ∈ �9p

+ �	
 u : �9p
+ → �9+� ��� *��� �����	�	� �� ��� ���� 
�	����

��� ����	�� ���� ��� �������� ��	� �� ���� ��	
 �� ���
���� ��� ����	

�����	�	� �� ��� ������
 ��	����	 �	
�����	� ��� �������	��� �� ��� ��������
���� ������� �� ��� 
�;���	� ���
����� . ������ �� ���	�� ���� �� �����	� ��
�'���	�� ��������� �� 	�	� �� ���� 
�������� ��� ������
 �	
 �� ����� �	� ��
���� ��������� ����� �'���	��� ��� �����
 ���
� ,������
� ��� �� ��	��
�� �
��� �� �	
�'�� A = {i1, . . . , im} ⊆ {1, . . . , n} �	
 ��� �� ����� ��� �	
 i ∈ A�
��� ���� (xi, ui)� +�� �� ������� ���� ����� ��� �'���	�� �� ���� ���� ���
�	��������	 ���������
 ���� ��� ���	�� ����	��	� �� A �� ����	 �
 ��� �����
(yi, ui)� ���� ��� ��� ��������	
�	� ������
 ��	����	 �����	� ����� ��� ������ ��
��������� ���
 ���� xi �� yi� 2� ���� ��
 ���� ��� �'���	�� �� ���� �� ��� �	

i ∈ A �� ���� ui(xi) ≤ ui(yi) �	
 ����� �'���� j ∈ A ���� ���� uj(xj) < uj(yj)�
+�� �� ������ ���� � 	�������
 ��	
����	 ��� �	 �'���	�� �� ���� 	� ���
����
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<
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�
� ���� ���
∑

i∈A xi =
∑

i∈A yi� ���	�����
� ��� �
���� ����
����� � ��������	 ����� 	� ���� �'���	��� ��	 �� ��������
� �	 ����� ���
��
�� �� 	�� �������� �� ������� ��� ��������	 �� �	� ���	� ������� 
����������	�
�	����� �	�� 5��� � ��������	 �� �����
 ��
	�� �������� �	 ��
�� �� 
������	�
��� ��� �� �������� �� � �
����� ����	�4��� �	������
 ���� ���� �����
 ��	
�� ���
 ���� ���� �!1�!&�!#���

2� ��	��
�� ���� ��������� ���� �� ��
 � ��� 
���	
�	� �	 ��� ���
���� ����
���
 �'���	��� (���
��� ������	� ����� ���� �� ��������
 �� ����� �	 ��
�� ��
������� ������	� ����� �� ���� �� ���� �	�� �����	� 	�� �	�
 ��� ���
����
���� ��� �������� ��������� 2� ���� 	��
 �� ��	��
�� ��� 
����	�� ������	 ���
��	
�� �	
 ��� ��������� .������
� ����� ����� ��
 ���� � ����	� �	=��	�� �	 ���
�������� �� �
������ �	 ����������� ���� ���� �'���	��� ���� 	�� �� ��������


�� �� ��� �

����	�� ������ 0�������� �� ���� �� �
��� ��� 	����	 �� >�����
�������� 1 +�� �� ���������� ���� ��������	 �
 ���	� �� � ������ �'������

������� � +�� �� ��	��
�� � �
���� ���� ��� ����� �	
 ��� ���
����� �	
�

����	� �� ��	��
�� ��	�
 �� ��� ����
 ���
���� +�� �� ������� ���� ���
�	����� 
����������	� ��� (0, 3, 5) �	
 (2, 1, 10)� �����������
� ����� ��� �����)
���	
�	� ������
 ��	����	� ��� 
�*	�
 �� u1(x1, x2, x3) = 30 · x1 + 10 · x2 + x3

�	
 u2(x1, x2, x3) = 10 · x1 + 10 · x2 + x3� �����������
� �	��������
� ��� *���
���� �� �	
�;���	� ������	 �	� �	�� �� ��� *��� ���
��� �	
 ����� �	��� ��
��� ����	
 ���
���� �� ��� *��� ���� ����� ��� �	��� �� ��� ����	
 ���
���
�	 �'���	�� ��� �	� �	�� �� ��� *��� ���
���� ���� ����� �������� ���� ���
u1(0, 3, 5) < u1(1, 1, 5) �	
 u2(2, 1, 10) < u2(1, 3, 10)� ?������� ���� �'���	��
����
 �� 
��������
 �� �� ��	��
�� ���	������	 �	
 ������	� ������ �	 ���� �����
�� ����
 ���� �� 
���
� ������� �� ���� ���� u1(0, 3, 5) ≤ u1(1, 1, 5− t1−c1)
�	
 u2(2, 1, 10) ≤ u2(1, 3, 10− t2 − c2)� ����� ti 
�	���� ��� ���	������	 �����
���������
 ���� ��� ���
� �������
 �
 i ����� ci 
�	���� ��� ������	� �����
�����
�	� �� ��� 
����	�� ������	 ��� ������ (���
��� �	 ��
�� �� ���� � ����
�'���	��� �	� �� ��� �������� �	�4�������� ���� �� ������� �� ��� �'���	�� ��
��������
� ��� ��	����<��	�� �� ��� �
���� ���� �	������ ��� ����	� �� ��	�

�
 t1 + t2 �	���� ����� ��� ����� ����	� �� ��	�
 ��	�
 �
 ��� ����� �� ��)

���
 �	 t1 + t2 + c1 + c2 �	���� ��

>������ .������� ���� �%@�!@�!� ��� ��� ��������� 	����	� �	
 �6� ��� � ����	�
�������� �	 ��� ��� ������� ��� ������ ��	������ ���
 �� ������
 �	
 �����
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 �	
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 ��� �	 ��� �	���
�����	
�� ���� ������ �� ���� ��� ���� � ��	����� �� �������/� �)������ �
������ ���
�
	��' �� ����� ��	������ �� ����	 �� �	 �(8, �'�������	� �	 ��
�� �� �����	

1 �� ��
��

�����
� �
���� ��
 �����
� �� ���� �
 ��������� ���
 ��
 ������ ��
�
���	�� ����� �

���
 ��
 ����

� 	
�
���� 
� ��	
����� ��� ������� ���
� �� 
��

���	
� $�

�!
����� ��
 �����
� �� ���� ���
� �� ���
� ��� ���� ��
 ����
� ��
 ��
��
 �
�����
� 
����� �
 �����
 ���� ��
�
 
���� ��
 
���

�
� �� � 	
�
��
 �	
��
���� �� �� ��� 
����
���� �
��
�
��
��

$



���	�	� �� �
	������ ������ �	 ��������	�� ����	���� �� ������
 �	���
���
�
-�������	�� ����� ��� 
�*	�
 �� 
�
�����	 ������ ���� ��� � ����

Premise1 ∧ Premise2 ∧ . . . ∧ Premisen

Conclusion

���� �� �	��������
 �� �� ��� �� ��� �������� ���
 ���	 �� ��	 
�
��� ���
��	������	� >������� ������
 �	
����� �	
���
��� �������� �� �����	�	�� �� �
�
����A ��	������	� �	
����� ��� ��� �
���� ������� �����
�	� �� �	
���
���
��������	���� +�� �� ������ ���� �� � ���� ��� 	� �������� ���	 ��� ��	������	
��������
 ���
��

� ������	�	�� �������� ��
���


�	 ���� ������	 �� �����	� ��� �)������ �
����� ��� ����	�/�
� ,����� �� ����
��� ����� ��������� �	
���
�	� ��� 
�*	����	 �� �)������ �
������ 8�'� ��
�	���
��� ��� ������ ��������� �� ������
 �)������ �
������

��� ����� �	�����
 �� 	
��
�	
 ����	��

B�������� �����	� �� ����������� �	 �	 �)������ �
���� ��� 
	�
	�	��	� �
 �����)
���	��� ���	��� 2 ����� ���	�� ��� �����
�
 ���� ��� ���������� ��� ����	�
�� 
	���
�	� ���� ��� �������� �� �����	� �� �'���	�� �	
 � ������� ���������
-	�� �	 ���	� ��� ������
 � ��������
 ������������� 
���� �� ���� �� 	���*�

�� ��� ��������� �� ��� ��� ��������� ���� ����� �������� ���	 ��� 
��� ���� ��
�;�������
 ��������
� ���	������	 ���� ���� �� �

�
� �	
 ������	� ����� ����
�� �������
 �����
�	� �� ���� ��� ����	� �� �������
 ����� �	
 ��� 
����	��
������	 ��� �	�����
 ����������
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�;���	� �������	�� �	�������
���	 ������ �� ���� �������
 
�*	� ��� �������� �� �)������ �
������ �� ��
��	��	��	� �� ����� �
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�!� .��	�� �'���	�� ���
� �	��
� ����� ����� ������� . ������������ �'���	��
���� �� ��������
 �� ��� ������ �	� �� ��� �	�����
 ���	�� �������� ���
������
 �	
 	�	� �� ���� 
�������� ��� ������
� ���� �� �������
 �	��� 	�
���� �'���	��� ��� ��������� �	 ���� ���� �� ��
 ���� ��� ����� ������ ��
�����	�	��

�6� -	�� � ������ �� ��������
� ����� ���	�� ��� �����	�
 �� ������ � 	��
���	�� ���� ���	� ������� �� � �������	������ �� ��� �����	�
 ���	���
��� 	�� ���	� ���� ���� �� ������ �� ��������� ��� �	��	 �� ��� �������
��������	
�	� �� ���� ���	�� ��� ������
 ��	����	 ���� �	��
� ��� ���������
�� ��� �����	�
 ���	��� ��
�� �
�	
 ���	�� ���� �� �����	�
 ����	 �	��
�������� �����
�	� �� �
������� �����	��

�&� ?����� ��
�� ���	�� ���
� �	��� ����� ������ ���� ��������
�
�"� -	�� � ������� ��
��� ������ ���� ��������
� ��� ���	�� ����� �� ��������

��� ��������� �	 � ���)
��	 ��
 ������� ��� ���� �� ������� �	��� ���
��������� ������ �� ��� ������ �� ��� ���� ����� ��� �
������ ���	���� ���	�
� 	�� ���	� �� ������
 ��� �	
�����
 �	 ���� 6��

�$� -	�� ����� ������� ��� ��������
� 	�� ������� ��� ������
 �
 �����	�	�
���	�� �	��� ����� �'���� � �	�4�� ������� -	�� ���� ���� ������ ����
��������
� �	
 ��� ��������� ��� ��	��	��	��
 ��������
� ��� ����� ����
�� ���	�� �� ������ �	
 �� ����� ����	 �� ��� *��� �����

.� �� ���� �����

 �	
�����
 �	 ��� �	���
�����	 �� ��� ������ ��� ��������
�������� �	����� ���� ���
 ����������� �	 ����������� �'���	��� ��� ��
� ��)
����	 ���	�� ������
 �� 	��� �� ��������� ���� ��� ������	� ����� ��� ��	���/�
�
(���
��� ��� ������������ ��������� �������� ��� ����������	�� �7���	�
 �� ���
�
����� ���� �� �� ������� ��� �����	������	 �������
 ����
 ���� ��� �7)
���	�
 �� ���� �	 � �
���� ����� ��� ��� ���	�� ��� ��		����
 �� � ��	��� �������
�	 ���� ���	����� � ��	��� ������ ����
 �� �����	����� ��� ��� ��� ���	������	�
�	
 �����	������	�� ����� ��� 
���
� ����
 ������ ��� ������	��� �� ��� �
�)
��� ��������	��� 0�������� �� ��� ��	��� ������ ������� ���	 	� �'���	�� ����
�� �������� �	 ��� �
���� �	
���� �	� ������ ������� ��� �'���	�� �	������
	����
 ���	�� �� 	���� ����� ��� ������������ ��������� �� ����� �	
 ���� ��)
*���	� ���� ��� ����������	�� ���	� �� ����� �	 �

����	� �� �� ���� ���� �	
5�����	 "� ��� 	������� �7���	�
 �� � ������������ ������ ������� ���� �� �
	�	 ������������ �������

��� 	
��
�	
 ����	��� ������ ��� �	�������

�	 ���� ������	 �� �����
� � ������ �
	��' �	
 ����	���� ��� ��� 
�*	����	
�� �)������ �
������ ���	 ������ �� ��� � ������� ��������� 	������	 ����	�

���	 
�*	�	� ��� ��������	�� ������ �� 
� 	�� 	��
 ���� �� ��� ����� �����)
���� �������	� �	 ���� ��	
 �� ��	������ �������� ����������	� ����� �	 ����� ���
��	��������	� ����	
 � �������� �������� �� ��� �	� �����	��
� ��� �'������ �	

1



��� ������� ������� BB5 �!@��

����	�	�� � . ��
�	� ����	� �� ����	 �
 ��� �������	� �(8, 

MS ::= ms(M)

M ::= A | uncomp((M, . . . ,M), sh, pr) | σ(M)

A ::= (S, u, x, sh, pr)

S ::= [ ] | [A, . . . , A] ��

,����� �	 ��
�� �� ����
 ��������
 �� ��� �������� �� �		����� ������ �
�����
���� ��� �����	�� �
���� ms� �	��������
� ��� ������ M = (S, u, x, sh, pr)
����� ��� M = A� �������	�� � �����	�	� ������� ���� ��� � ������ ����� 	�
���� �'���	��� ��	 �� ��������
 ���	� ��� ���	��� +�� �� 	��� ���� �	 ����
���� ��� ������ �������	�� �	 ��	�� ���� ���� �� ���� �� ���� ���	������	�
���� ����� ���	�� �	 � ������ ������� �	 ��� �������� �'�������	� u 
�	����
��� ������
 ��	����	 �� M �	
 x �������	�� ��� ������ �� ��������� ��	�
 �

M � 2� ��	��
�� ���� ����� ��� p 
�;���	� �����
������ 3 ���� �� x ∈ �9p

+� �	

���� ��� ����	� �� ���	� �� �����
 �	 ��� ���� �����	�	� �� ��� ������ (�)
��
��� sh �� ��� �������� �������� �	
�����	� ��� ������	� ���� �� ���� ��������
���	������	 �	 ���� ������� �	 ���	� pr �� ��� ���*� ��������
 �
 ��� ������

�� �� ���	������	 ������ 2� ���� ������ ��� �'����	�� �� �	����� ��	����	� ���
�
��������� ��������� 
�	���
 �
 tr� ���� ���� ��	����	 �������� ��� ���	���)
���	 ����� ��� ���� �� ��� ���	�� �	�����
 �	 �	 �'���	�� �
 ����	� �	�� �����	�
��� ���
� ���� ���� ���	� ��������� +�� �� ������ ���� ����� ������	� �����
���� 
���	
 �	 ��� ������ �	 ����� ��� ���	������	 �� ��������
� ���	������	
����� 
� 	��� (
 
��	� �� �� ��	 �������
 ������
 ���� ������	� ����� �	������
���� ��� 
����	�� ������	 ����������

9����
�	� ��� *��� ������	� �� M ����� ��� ��� �������� ��������	�� ������ S
�� �	 ����
 ���� �� 	��� �	 ��� *��� ���� �� ���� ���� M �������	�� �	 �
������
���	�� ���� ��� � 
����� �������	������ �� � �������� �	��� ���� � ��	��� ���	� ��
��������
 ��������
 ��	�� ����� �� 	���

 �� 
��� ������ �	 ��� ����	
 ����� ��
S = [A1, . . . , An] ���	 �� ���� ���� M �������	�� �	 ���	� ���������
 ���� ���
��������� ������ ��
��� ���	�� A1, . . . , An ����	��	� �� � ��������
 �������

��� ����	
 �������� �
	������ ���� �� M � uncomp((M1, . . . ,Mn), sh, pr)� �����)
��	�� �	 �������	�	� ������ ��	�����	� �� ��� ������� M1, . . . ,Mn� ��� ����)
��	� ��	����	 sh �	
 ��� ���*� ����� pr� +�� �� ������ ���� �	 ���� ���� ����

3 �
 ��
 �������	 ���� ��� ��
 ��
�� ��
 �

��� 4
�
���
�
��� �	
��� 
���� ���� ����

%	��� 2�� 
�����
� � 
�����
� ����� �
 ������	 �� 	��
 �� ����
 ��
 �� �
 ��������

����� s ����� �
��
� �� ��� 	���
�� 8��
�
�� ���� ��
 ������� ��� 
�����
�
� ��
��
��

�����
 ��
���� �� ��
� 
�� �
 
����� ����
� ���� 	����9 ����
�� �� 
�����
���	
��
 ������ �� �
��
�� ��
 ��� 
�����
� ��
 ���
�

 �� ��
��

�



2�	� +� � ����
� ����
� ��� ���
 ��
�������� ������������

�� ��� ���)������� ��
 �� ��������
� -	�� ��� ��� ������� �� ��� �
���� ���
��������
� ��� ����� �
���� �� ���	�
 ����	 �	�� �	��������
� ��� ���� ����
�� M � σ(M)� �������	�� ���� ���� ��������	 ���� �� ��������
 �	 M �

8�'� �� �����	� �	 �'����� �����	� ��� �	 �)������ �
���� ��
 �� ��	)
�������
� �	 ���� �'����� �� ���� ���� ��	�������
� �	���
��� ��� ��������	��
���	�����	� �� ��� ��	������

������� 
 +�� �� ��	��
�� � �
���� ���� ��' ���	�� Ai = ([ ], ui, xi, sh0, 0)�
��� 1 ≤ i ≤ 6� ����� sh0 
�	���� � 
���
 ������	� ��	����	� 2� ������� ����
����� ���	�� ��� ������
 �	�� ����� 
�;���	� �������� �	������
� ����� �������
��� �	��������
 ��	��������
 ������� ��� �������	��
 �
 � ��	��� �4���� �	
��� *������ �� �� ���� ��� �������	� 
�*	����	� 

M1 = uncomp((A1, A2), sh1, 0)

M2 = uncomp((A3, A4), sh2, 0)

M3 = uncomp((A5, A6), sh3, 0)

+�� �� ��	��
�� ���� ��� *��� ��� ������� ��� ��	��
� �	
 ���� ��� �������	�
������ �� ���� ��	��
 �� ��� �����	�	� ������ M3� 2� �����
 �

 ��� �������	�

�*	����	� 

M4 = uncomp((M1,M2), sh4, 0)

M5 = uncomp((M4,M3), sh5, 0)

,�	���
� ��� ������ ������ �� 
�*	�
 �� M = ms(M5)� ���� ������������ �����)

%@



���� �� ����������
 �����	��
 �	 ,����� 6� ���)�����

,������	� ��� ���������
 �'����	�
 �	 ��� �������� ������	� ���	������	� ����
�� ��
� �����	 � ������ �	�
 ���	� ��������
 ���)�������� 5�� �	������

�	�
 M1,M2, �	
 M3 ��� ������
 �� ������� ���	������	� ��� �� �������

������� �����	�� ���	�� ��� ��������
 ��������
��

2� ���� ��� ��� �
���� � �� 
�	��� �'���	�� �� ���������� +�� �� �������
����� ����� ���� �'���	���� M1 ���� ��������
� ���� ��� ����� �'���� � ��4��	��
�� �'���	��� M1 � M1

1 � M2
1 · · · � Mn

1 = M ′
1 ���� ���� M ′

1 	�� 2� ����
������
 ����� M1 � ∗M ′

1 �� 
�	��� ���� ���� � ��4��	�� �� �'���	��� ��	
�� ��������
� �	 ���� ����� ��� ������ ������	� ��� *��� ��� ���	�� �����

�� ������
 �� ��������
� 5�� ��� ���	�� �;�������
 ������� ��� ��� �������

���	������	� ������	� A′

1 �	
 A′
2� �����������
� ���	� ��� *��� ������ ���� ��

���	�
 �	�� ([A′
1, A

′
2], f(u1, u2), x1 +x2− (0, 0, . . . , costs1), sh1, pr1)� ����� f ��

� ��	����	 �����	�	� ������
 ��	����	� ����� � ��	����	 ���� �� �������
 
�*	�

������� pr1 �� ��� ����	� �� ��	�
 ���� ��� �
���� ��� �����	�
 
�� �� ���
���� ������
 �� ��� �'���	�� �� ���
�� �	
 costs1 
�	���� ��� ���	������	 �	

������	� ����� ���������
 ���� ��� ���
���� �'���	��
 �	 ��� ������ M1� �	
��������� M2 ���� ���� � ������� ���������

-	�� ���� M1 �	
 M2 ��� ��������
� ���	������	� ������	 ���� ���� ��
������
� 8��� ���� ����� ���	������	� ��	��
� ��� ������ M4� ���� �� ��������

�����
�	� �� ��� 	�� ������
 ��	����	�� f(u1, u2) �	
 f(u3, u4)� �	
 �� ��� 	��
������� �� ���������� x1 +x2− (0, 0, . . . , costs1) �	
 x3 +x4− (0, 0, . . . , costs2)�

��� ������� ���� ������� �	��� M5 ���� ��������
� .� ���� ���	�� �� ���� ����
� ������ �� σ(M ′

5)� ���	� ��� ������ ������ �� �����������
 
	�	�� ��

�	 ��
�� �� �������
 ���������	� ��������	�� ����� �� �	���
��� ��� ������)
�	� 	������	 �� 
��� ���� ������
 ��	����	�� C�����
 ��	����	� ���������
 ����
�����	�� ���	�� ����� ��� A = ([ ], u, x, sh, 0)� ���� ������ �� �'����	�
 �	 D��)
�	����	 !� ���� ��� u(z) �	
������ ��� �������� �������	�� ����	 �
 A �����
�
��� ������ �� ��������� z� 8������������ �� A = ([A1, . . . , An], u, x, sh, pr) ���	
�� ���� ��	��
�� ����� �	 �

����	 �� ��� ����� ���	�	�� ��� ������
 ��	����	 ����
����� ����� �� ��� � ������ �� ��������� �� 
���������
 ���	� ��� ���������
������ ��
��� ���	�� A1, . . . , An� ���� ��� u(z) = (r, z1, . . . , zn)� ����� r �����
�������	�� ��� ������
� �����

∑
zi = z �	
 zi 
�	���� ��� ������	 �� ��� ������

z �����	�
 �� Ai� -������
�	� ��� 	������	� �� �� �����
 ����� u(z) �� ��� ��)
�����	� �� ��� *��� �����	�	� �� ��� ������ ����� u(z).i 
�	���� ��� (i + 1))��
�����	�	� �� ��� ������ +���� �� ���� ��� ��� ��� ������
 ��	����	� �������	�
���� ������	 ��� �������
 
�*	�
�

�	 ��� 	�'� 
�*	����	 �� �����	� ��� �����
 ���	 �� ��� ��������	�� ����	�����
�	 ��
�� �� ������� ������' �'���	���� ���	�� �����
 *��� �	
����� ��� �������
���
 ��� �����	� �� �������

%%



����	�	�� � +�� A = (S, u, x, sh, pr) �� � ��������
 ������� ��� 	������	�
��� ���	� A ����
 ������� ��� ����	 �
 ��� �������	� ��������	�� ����� 

u(x + y) ≥ u(x) ∧ (x + y) ≥ 0

(S, u, x, sh, pr)
y−−→ (S, u, x + y, sh, pr)

u(x + y) > u(x) ∧ (x + y) ≥ 0

(S, u, x, sh, pr)
y
−→ (S, u, x + y, sh, pr)

����� y ∈ �9p� ���	� p ��� 	����� �� 
�;���	� �����
������ ��

+�� �� ������ ���� y ��
 ���� 	������� �����	�	��� .������
� ����� ������
���� ��	���	 ��� ������� �;���
 �
 ��� ���	�� ,�� �'������ �� y = (1,−1, 0,−3)
���*��� ��� ������� ���	 ��� ���	� ����
 ������ � ������ ����� �� �� �;���

�	� �	�� �� ��� *��� ���
��� �	 �'���	�� �� �	� �	�� �� ��� ����	
 ���
 �	

����� �	��� �� ��	�
� 9����
�	� ��� ������ ��� *��� ������� �����
 �	
������
���� ��� ���	� ����
 	�� 
������� ������ ����
 �	������� ��� ������
� ��� ����	

������� �	
������ ���� ��� ���	� 
��� 	�� ��	 �	�� 
	� ����	
�� ���� ��� �	
���	� ��		�� �;�� � 4��	���
 �� �	 ���� �� �� 
��� 	�� ��	 ��� ����� � ���	�����	
�� −−→ 
�	���� ���� ��� ���	� 
��� 	�� �����	A � ���	�����	 �� 
−→ 
�	����
���� ��� ���	� 
��� ��������

���	 ������ ���	������	 �	
 ������	� ����� 
� 	�� �'�������
 ������ �	 ���
�������� ������ ���
 ��� ���������
 ��=����
 �	 ��� ���� �����	�	� �� ��� �����)
���	
�	� ������ y� ���� ��� ���
 ��� ��	��
���
 �	 ��� ����	� �� ��	�
 ����
��� ���	�� ��� �����	� �� ���� ���
 �� ������� � ����	 �'���	��� .� �� ��	)
���	�
 ������� ����� ����� ��
 ���� �	 �������	� �	=��	�� �	 ��� �'���	���
���� �	 ���	� ���� �� �����	� �� ������� ?��� ������	�<���	������	 ����� ����
���
��� ���� ���� �'���	��� ��� ���� �����������

������� � +�� �� ��	��
�� �	 ���	� ���� �������� ��� ����� �� �	 ����� �	 1E�
���� ����	� �	���
�� �	
 �

����	�� ����� ���� ����
 �� ���������
 ���� ���
��4�������	 �� �	 ������ �	 ����� ��� ���	� �����
 	�� ���� ����� ������� ���
���������	 �� ������	� �	
 ���	������	 ����� �� ���� �� 	��� �����
�
 ���� ���
*	�� ��������
 ����� �� 	�� ������ ���	 1E� +�� �� ������� �	����� ���	� ���
��� ������ �	
 �� �� �����	� �� ���� ���� �
 �	
 ����	� ������ ���	 0.9E� �����
��� ���	�� ��	 �	
��
 �'���	�� ������ �
 ��	�
 �� �	
 ����� 0.9 ≤ price ≤ 1�
?������� �� ������	� ���� ���	������	 ����� ��� �4��� �� 0.15E ���	 ��� 
���
���� 	�� �� ��������� ��

2� ���� ����� �������/� ��� �

����	�� ����� ��� �����	�
 �� ��� � �	
 �� ���
�
���� �	
 �� ��� ������	� �����	���� 8�'� �� ���� ��� �;��� ��� �����	�
�

����	�	��  +�� M = uncomp((M1, . . . ,Mn), sh, pr) �� �	 �	��������
 ���)
��� �	
 I = {s1, . . . , sr} ⊆ {1, . . . , n} �� � ��� �� �	
�'�� 
�	���	� ���

%!



∃ k ∈ I : Mk
yk
−→ M ′

k ∧ ∀ i ∈ I, Mi
yi−−→ M ′

i ∧ �����(M, E , (cost1, . . . , costn))

M
E
� uncomp((M ′

1, . . . , M
′
n), sh, pr +

∑
i tr(

∑
j Eji))

����� • M = uncomp((M1, . . . , Mn), sh, pr)

• E ∈(�#p
+)n×n and I = {s1, . . . , sr} ⊆ {1, . . . , n}

• M ′
i =

⎧⎨
⎩

Mi i /∈ I

(Si, ui, xi + yi, shi, pri) ���
����


• yi =
∑

j Eji−
∑

j Eij−(0, . . . , 0, costi), for any i ∈ I

• costi = tr(
∑

j Eji)+sh(
∑

j Eji), for any i ∈ I

2�	� .� ��
�������� ���
 ��� ��
 
�
���	
 �� �
����

� �� �� ��
����
�
� ����
��

��������
 ������� ����	��	� �� M ����� ��� ��� �	
 i ∈ I �� ���� ����
Mi = (Si, ui, xi, shi, pri)�� 2� ��
 ���� ��� �����' E ∈ (�9p

+)n×n �� � �����
	������	 ���
�� ��
 M ���	
 ��	 ���� ����	 c� 
�	���
 �
 �����(M, E , c)� ��
��� �������	� ��	
����	� ���
 

• ,�� �	
 1 ≤ i ≤ n �� ����
∑

j Eij ≤ xi − (0, . . . , 0, ci)�
• ��� �	
 1 ≤ i ≤ n �� ���� Eii = 0� �	

• ��� �	
 1 ≤ i, k ≤ n ���� ���� k 	∈ I �� ���� Eki = 0 �	
 Eik = 0�

��

,����� ��� �� 	��� ���� ��� 	����	 �� ����� �����' �� ��	��
���
 �	�
 �	 ���
��	��'� �� �	��������
 ������� �� � ������ �� �����

 ��������
 ���	 	�
���� �'���	��� ��	 �� ��������
� 5���	
� �	�
 ��������
 ������� ����	��	�
�� �	 �	��������
 �	� ��
 ������� �'���	��� ���	� ����� ���� ����������	
������ �� ���� �������
 �� ���	������	� ��������
 �
 ����	
 ���	�� ����	��	�
�� �	��������
 ���)�������� 9����
�	� ��� 
�*	����	 �� ����� �����'� ���
�����	�	�� �� �����'�� E ��� ������� �� ��������� ����� ��� �����	�� ����	��	�
�� �9p

+�� ����� Eij �������	�� ��� ������ �� ��������� ���� ��� ������ Mi ����

���� �� Mj� �	 ��� ����� c� ��� �����	�	� ci 
�	���� ��� ���	������	 �	

������	� ����� ���� ��� ���	� Mi ���� ���� �� �;��
� 5�� ��� �	
 ������ Mi�
��� ��	
����	

∑
j Eij ≤ xi − (0, . . . , 0, ci) �	
������ ���� ��� ����� ����	� ��

��������� ����	 �
 ���� ������ �� ����� ������� ���� �� ���� ���	 �� �4���
�� ��� ������ �� ��������� ��	�
 �
 ���� ������ ��	�� ��� ��	�
 ���
 �

��� ���	������	� ,�	���
� ��� �� �����	� ���� �	 �'���	�� 
��� 	�� 	��
 ��
�	���
� ��� �� ��� ��������
 �������� ���� ��� �� �� ���� �	 �'���	�� �����
�	�
 r′ ������� ������������ ���	 ��� ���� �	
 �����	� ��������	
�	� �� ���
�����	�	� r−r′ ��������
 ������� ���� �� *���
 ���� 0� (���
��� ��� ���� �	


%6



�����	� ��������	
�	� �� ��� n − r �	��������
 ������� ���� �� ���� *���

���� 0�

8�'� �� �	���
��� ��� ����� 
�*	�	� ��� �'���	�� �� ���������� �	��������
� ��
�� ���� � ����
 �'���	�� �����' ����� �� ����� �	� �� ��� �	�����
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�� ����*�
 �	
 �����*�
 �
 ���� �����*�����	 �	��������	�
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�	 �	�������� ?�	��� ������ ���		��� �����
 ��
���
 �� �����	����� ������
 ��	����	� �� ������ �������� 5�	�� ������	� ���
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 ��	����	� �� ����� ����� ��	 �� ���*������ ���	�� ���� �	 �	��	����
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 �	 ��� ��������
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 F�����
 .�����	 ���� ��� �'����� �!��%1���
������ ������� ����� �� �����	��� ���� ����� 
� 	�� ���� �	
 �	��	���� �� ��	
���	 �����	�����	� ����� ������
 ��	����	�� (�������
� ���� ���	� ���� ��
 �	
�

����	�� ��� ���� ��������	
� �� ��� ����	� �� ������
 ���� �
 ����� ���	��
������� �� ��� ������������	 �� ���� ���	�� +�� �� 	��� ���� ���� ��������
��4����� �� ������� n + 1 ������/����	�� ���	� n ��� 	����� �� ���������	���

�	 ��
�� �� ������� ���� �� ��� �������� ������/����	 ��������� �� ��	 �����
��� ����	�4��� �	������
 ���� ���� �����
� �	 ����������� ������� ����������
���� ��	����� �� ������� 
����������	� ������� ��� ��������	 �� ���������� �
)
3�����	�� ���� ���	 �������
 ���� ��� �'����� �%6�"�!6��� +�� �� ������ ����
�������	� ��� ������� �� ������/�	� ��� �

����	 �� ��	����	� ��� �	 ��	�����
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� ������' �������� ���� �� ��� �����	 ��
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������� ���������� ������
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� �	 ����
����� ���������� ���������� ����
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 �� ���� ��� ���
� ���	� ���	��
����� ���	 � ���� 	����� 
����������	 �� ��������� �� ������
� .��	� ��� ����
������	� �����	������ �� ��
 ��	���	 ��� �������	� 

• �� ������� �	��� � ������	 	����� �� ���	������	� ��� ���	 ��������
�
• �� ������� ����� ��� ����	� �� �'���	��
 ���
� �	 ���� ���	������	 ���)
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 ��	����	� ����� �� �����������

����	�	�� �' +�� M �� � ������� ��� ��� �� ����� ��	��� �� M � 
�	���
 �

Basic(M)� �� ����	 �
 ��� ��� �� ����� ����������
 
�*	�
 �� ������� 

Basic(M)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{(u, x)} ifM = ([ ], u, x, sh, pr)

⋃
i Basic(Mi) if

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

M = ([M1, . . . ,Mn], u, x, sh, pr)

∨
M = uncomp((M1, . . . ,Mn), sh, pr)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∧n ≥ 1
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� 	�� �'��� ������ �� ��������� y1, . . . , ym ����
���� ��� �� ��� �������	� ��	
����	� ���
 

• ∑
i yi = 0�

• ��� �	
 1 ≤ i ≤ m �� ���� xi + yi ≥ 0�
• ��� �	
 1 ≤ i ≤ m �� ���� ui(xi + yi) ≥ ui(xi)� �	

• ����� �'���� 1 ≤ j ≤ m ���� ���� uj(xj + yj) > uj(xj)�
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����	�	�� �
 +�� S = {(u1, x1), . . . , (um, xm)} �� � ��� �� ������ . ��������
�� ���������� ����� ��� S �� � ��	����	 α : �8 × �9p

+ × . . . × �9p
+︸ ︷︷ ︸

m

−→ �9+� ��
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 α �� �
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����	�� ����� ��� S� 2� ��
 ���� S �� �	 α−��
	�� ������� ��
����� 
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+)m×m� ���� yi =
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j Eji −
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j Eij ��� 1 ≤ i ≤ m�
���� ���� ��� �� ��� �������	� ��	
����	� ���
 

• ∑
i yi = 0�
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• ��� �	
 1 ≤ i ≤ m �� ���� xi + yi − (0, . . . , 0, α(i, E1i, . . . , Emi)) ≥ 0 �	

ui(xi + yi − (0, . . . , 0, α(i, E1i, . . . , Emi))) ≥ ui(xi)� �	


• ����� �'���� 1 ≤ j ≤ m ���� ���� uj(xj +yj−(0, . . . , 0, α(j, E1j , . . . , Emj))) >
uj(xj)�
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���� �� ��������� y1, . . . , ym� ��� �������	� ��������� 
�*	����	 ��������� ���
���� ������ ��� �

����	�� ����� ���������
 ���� ����� ��������� ���� ��		�� ��
�'���	��
 �	 � �� 	
 ����� �� ��� ��������
 ��	
 �� ���
 ���� �� �� �'���	��

�	 ��� �����	� ������� ���	� �� ������ ����� ��������� �	
 �� ������� � �����)
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�
 ��� ��	
����	 n = m�

����	�	�� �� +�� M = uncomp((M1, . . . ,Mn), sh, pr) �� �	 �	��������

������ ����	� �� ���	������	 ��	����	 tr� +�� �� ��	��
�� ��� ��� �� �����
���	�� Basic(M) = {(u1, x1), . . . , (um, xm)}� ��� �������� �� ���������� �����
��������	�  ��� M �� � ��	����	 αM ���� ���� ��� �	
 1 ≤ i ≤ n �	
 ������ ��
��������� y1, . . . , ym �� ����

αM(i, y1, . . . , ym) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∑
k(sh(yk) + tr(yk)) if n = m

αM ′(i, v1, . . . , vr) +
∑

k(sh(zk) + tr(zk)) otherwise

����� M ′ �� ��� ��	�4��� ���	� ����	��	� �� ��� ��� {M1, . . . ,Mn} ���� ����
(ui, xi) ∈ Basic(M ′)� 5�	�� Basic(M ′) ⊆ Basic(M)� �� ���� ��	��
���

Basic(M ′) = {(u′

1, v1), . . . , (u
′
r, vr)} ⊆ {(u1, x1), . . . , (um, xm)} = Basic(M)�

(���
��� ��� �	
 1 ≤ k ≤ m �� ���� ���� zk �� ����	 �


zk =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

yk if (uk, xk) 	∈ Basic(M ′)

0 otherwise

��

��� �������	� ������ ������ ���� ��� ������
 ��	����	 �� ���� ������ ��	 ��

�*	�
 �	 ����� �� ��� ��������� �� ��� ����� ���	�� ������
 �	 ��� ������ �� ���
������������ ����� ���� �� �	 �����	����� �����	 ��	�� ���� ��	����	 ��� �������


!!




�*	�
 �	 ����� �� ��� ��������� �� ���� �� ��� ������� ��
��� ������	�� 
������

��	��
 �� ��� ��������	
�	� ������� 0��� ��������
� ��� ������ ����� ����
��� ������
 �� �	
 ������ �� ��� �

����	 �� ��� ��������� �� ��� ����� ���	���
�����
�
 ���� ���� �

����	�� ��	�����	��� �����
�	� ��� ��	���� ������
 �	
���� ����� ������ ���
� ?������� ����� ��	�����	�� ��	 �� ��������	 �	 �����
�� ��� �

����	� �� ��������� ��� ���� ������� �� ����� ���	��� ��� ����� ��
������� % ���� ����� ��'�����
 ������� �+����� 6� &� �	
 "� ���� ��� ����	 �	
��� ����	
�' �� ��� ������

()����� � #$������ %
�����
������ %�	�
	�& +�� �� ��	��
�� � ��������

������ A = ([A′

1, . . . , A
′
n], u, x, sh, pr) ���� ���� ��� �	
 1 ≤ j ≤ n �� ����

A′
j = (L′

j, u
′
j, x

′
j, sh

′
j, pr

′
j)� +�� S = Basic(A) = {(u1, x1), . . . , (um, xm)}� �	


��� �	
 1 ≤ j ≤ n ��� S ′
j = Basic(A′

j)� ���	� ����� �'���� H ∈ P(P(�8)× �9+)
���� ����

u(z) = max

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛
⎝ ∑

(uj ,xj)∈S

uj(z′′j ),
∑

(uj ,xj)∈S′
1

z′′j , . . . ,
∑

(uj ,xj)∈S′
n

z′′j

⎞
⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
(uj ,xj)∈S

z′′j = z

∧
∀ (H, v) ∈ H :
∑
j∈H

uj(z′′j ) ≥ v

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

�%�

�
���� (
 D�*	����	 1 �� ����

u(z) = max

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛
⎝∑

j

u′
j(z

′
j), z

′
1, . . . , z

′
n

⎞
⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
j z′j = z

∧
∀ 1 ≤ j ≤ n : u′

j(z
′
j) ≥ wj

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

�!�

��� ���� ��	���	� ������ w1, . . . , wn� 2� ���� ������ �
 ���������� �	
�����	
���� A� ���� ��� �'�������	� �%� �	
 �!� ���	��
��

�	 ��� �	���� ���� �� ���� n = 0� ���� ��� � ������ A = ([], u, x, sh, pr)�
���	� S = {(u, x̄)}� ��	�� A �� �����

 � ����� ���	�� ����� ��� ����� �����	�

�
 u(z̄) �	 �'�������	 �!� ��	���	� � ��	��� �����	�	�� ����� ����� ��� ������

�� A ��� ��� ������ z̄� +�� �� ����� ������� ���� ����� ���	��
�� ���� ����
�����	�
 �
 ��� �'�������	 �%�� ���� �'�������	 �����	� ��� ������
 �� A ��� ����
����� z̄′′1 � ������� ��� �	�
 ���	� ��	��
 �	 ��� �

����	 �� A� ��� ��	�����	�∑

(uj ,xj)∈S z′′j = z ������
 �
 ��� ���
�	� �� ��� ������ ������� z′′1 = z� �����
�
 �����	� H = ∅ �� ���� ���� ��� ������
 �����	�
 �
 u(z̄) �	 ���� �� ���
�'�������	� ���	��
�� �� ��� ������ ���
��

+�� �� ��	��
�� 	�� ��� �	
������ ����� ���� ��� ��� ��� {A′
1, . . . , A

′
n} �� 	�	)

!6



����
� +�� Q = {i | 1 ≤ i ≤ n ∧ L′
i 	= [ ]}� ,�� �	
 i ∈ Q ��� �� ��	��
�� ���

��� S ′
i = {(ur1 , xr1), . . . , (urmi

, xrmi
)} �	
 ��� ���� L′

i = [Ai
1, . . . , A

i
ki

]� ����� ���

�	
 1 ≤ l ≤ ki �� ���� Ai
l = (Li

l, u
i
l, x

i
l, sh

i
l, pr

i
l)� ,�	���
� ��� �	
 1 ≤ j ≤ ki ���

Si
j = Basic(Ai

j)� -�������
� �� i 	∈ Q ���	 ui �������	�� ��� ������
 �� ��� �����
���	� A′

i� -��������� �
 �	
�����	 �
��������� �� ���� ���� ��� �	
 i ∈ Q

u′
i(z) = max

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜⎝ ∑

(uj ,xj)∈S′
i

uj(z′′j ),
∑

(ul,xl)∈Si
1

z′′l , . . . ,
∑

(ul,xl)∈Si
ki

z′′l

⎞
⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
(uj ,xj)∈S′

i

z′′j = z

∧
∀ (H, v) ∈ H′

i :
∑

j∈H uj(z′′j ) ≥ v

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

��� ���� ���� H′
i ∈ P(P(�8) × �9+)� +�� �� ���� ���� �
 ����������	� �	

�'�������	 �!� ��� ��� ����� u′
i� ���� i ∈ Q� �
 ��� �������� �'�������	 ��

��� ��� �'�������	 �%�� +�� �� ������ ���� ��� �	
 ��	����	� fij �	
 ������	
��	
����	� Ci �	
 C ′

ij �� ���� ���� ��� �������	� ��'�����
 �������
 ���
� 

max{∑
i max({∑

j fij(xij) |
∑

j xij = xi ∧ ∀jC
′
ij}) |

∑
i xi = x ∧ ∀iCi}

‖
max{∑

ij fij(xij) |
∑

ij xij = x ∧ ∀iCi ∧ ∀ijC
′
ij}

2� ��� ��� �������� ������ �
 �����������
 ����
�	� +���� 6� �� �'���	�� ���
�������	� �� ��� *��� �

����	 �	
 ��� ����	
 ��'���/����	� �	
 +���� &� ��
�����	��� ��� ����	
 ��'���/����	� +�� �� ������ ���� ��� 4��	��*�� ∃ y′

��4����
 �	 +���� & �� ������� ��� ��	
����	� �	���
���
 �
 ��� ��'�)
��/����	 ��������� �� �����=���� ��	�� ��� �4�����


∑
ij xij = x ���
� �;

∃ (x1, . . . , xn) :
∑

i xi = x ∧ ∀ i :
∑

j xij = xi� ���� �� �� ������� ����
�'�������	 ������ ���� xi �� ���� � �	�4�� ������ ������ 	�� ����	 �'�������
�
�� ������ ���� �	
 �������	�� �� � ���� xi �	 Ci �� ����������
 �


∑
j xij

�	 ��� ����� ��	
 ��
� �� ��� �4�����
� ��� �����	 �� ���� ��� ��'���/����	
������
 ��� �
 ��� ��������� ��'���/����	 �������� �	 ��� ���� ��	
 ��
� ��
��������
 ���� (x1, . . . , xn)� ����� ��� ����� ��	
 ��
� �������� ��'���/�� ����
(x11, . . . , xnm)� 5�� �	 ��� ������� �����	�
 ����� ����������	� ��� ����� u′

i �	
�'�������	 �!� �� ��	 ���� ���	���� ��� ������	 ��	
����	� �� ��� ����� �����
�	
 ���� ��� �	���	�� ��'���/����	 �������� �� �������� ���� ��� �'���	��
�	��

8�� �� ���� ������ ��� �������� �'�������	 �	
 ��� ��������� ��� ��	
����	�
Ci �	
 C ′

ij ����� ��� ��	�����	�� ���� ��� ��	���� �

����	 �� ��������� ��
������	�� ��� ���� �����*� ���	�� ����� ��� ���� ∀iCi �� �	 ���� �	���	�����

�� ∀ 1 ≤ j ≤ n : u′

j(z
′
j) ≥ wj ����� ��� ���� ∀ijC

′
ij �� �	���	�����
 �� ���

4��	��*�����	 ∀ 1 ≤ i ≤ n, (H, v) ∈ H′
i :

∑
j∈H uj(z′′j ) ≥ v� +�� �� ������ ����

!&



∀ijC
′
ij �����

 ������� ��� ������	 ∀ (H, v) ∈ H :

∑
j∈H uj(z′′j ) ≥ v �������

�� ��	 ������ � ��	��� ��� H �
 ��������	� ��� �	��	 �� ��� ��� ���� H′
i� +��

�� ��	��
�� ��� ���� ∀iCi� .���� ����
�	� �	
�����	 �
�������� �� ����������
���� u′

i �
 ��� �'�������	 �� ���� ������ �� ��	 ������ ��� 	�� ��'���/����	
���������� ���� �� �� ������� ��� �	
 ��	����	� fij �	
 ������	 ��	
����	�
D′, D′

1, . . . , D
′
n� ���� D′ ⇒ ∀iD

′
i� ��� �������	� ��'�����
 �������
 ���
� 

max{∑
ij fij(xij) | D′ ∧ ∀i max({∑

j fij(x′
ij) |

∑
j x′

ij =
∑

j xij ∧ D′
i}) ≥ wi}

‖
max{∑

ij fij(xij) | D′ ∧ ∀i
∑

j fij(xij) ≥ wi}

2� �����	 ���� �4�����
 ��	��� �
 ����
�	� +���� "� �� ���� ���� ��� *���
��'���/����	 �������� �����

 ��'���/�� ��� ����

∑
j fij(x′

ij) ��� ���� i� +��
�� 	��� ���� ��� 4��	��*�� ∃ z′ ��4����
 �	 +���� " �� ������� ��� ��	
����	�
�	���
���
 �
 ��� �		������ ��'���/����	 ��	 �� �����
 ������
� �	 ����� ��
���� ���� ���� ��� ��	
����	

D′ ∧ ∀i ∃(x′
i1, . . . , x

′
im) : (

∑
j

fij(x′
ij) ≥ wi ∧

∑
j

x′
ij =

∑
j

xij ∧ D′
i)

��	 �� �	
��
 �������
 �
 ��� ��	
����	 D′ ∧ ∀i
∑

j fij(xij) ≥ wi�

+�� �� ������� ���� (x11, . . . , xnm) �����	� ��� ��'���� ����� ��
∑

ij fij(xij)

���� ���� D′ ∧ ∀i ∃(x′
i1, . . . , x

′
im) : (

∑
j fij(x′

ij) ≥ wi ∧
∑

j x′
ij =

∑
j xij ∧ D′

i)

���
�� 5�	�� ����
∑

ij fij(xij) =
∑

i

∑
j fij(xij) �	
 ∀i

∑
j fij(x′

ij) ≥ wi ���
�
�� ���� ∀i

∑
j fij(xij) ≥ wi� +�� �� 	��� ���� �� ∃i

∑
j fij(xij) < wi ���	�

�
 �����	� xi1, . . . , xim �4��� �� x′
i1, . . . , x

′
im� ��� ����� ��

∑
ij fij(xij) ����


�� ������ ���	 ��� ��'����� ����� �� � ��	���
�����	� ?�	��� (x11, . . . , xnm)
���*��� ��� ��	
����	 D′ ∧ ∀i

∑
j fij(xij) ≥ wi� ��� ������� ����������	 ��

��������
 �����	�
 �
 �����	� (x′
11, . . . , x

′
nm) = (x11, . . . , xnm) �	
 ����	� �	��

�����	� ���� ��	�� D′ ⇒ ∀iD
′
i ��� ����� (x′

11, . . . , x
′
nm) ���*��� ∀iD

′
i�

�	 ��� ��	��'� �� ��� �������� �� ���� D′ ≡ ∑
ij xij = x ∧ ∀ijC

′
ij �	


D′
i ≡ ∀jC

′
ij� ��� �

����	�� ��	
����	� D′

1, . . . , D
′
n �������	� �	 ��� ���� ∀iCi

��� ��
�	
�	� ��	�� ���
 ��� ��� ���� �� ����� ������
 �
 D′� ����� ∀iCi

��	 �� ����������
 �
 ∀i
∑

j fij(xij) ≥ wi ��� �
 ���	� ��� 	������	 �� ���

�������� �
 ��� �'�������	 ∀i
∑

(uj ,xj)∈Basic(A′
i)

uj(z′′j ) ≥ wi� �� �����
 �������
���� ��� ����� �������	��	� ∀iCi �	
 ∀ijC

′
ij ��	 �� 3��	� �������� �� ������

�	� ��	��� ��� H �	���
�	� ���� ��	
����	�� ,�	���
� ��� �� ������ ���� ���
�����	�� ���� 
� 	�� �������	� ������
 �	 ��� ����� �����	�
 �
 ��� ��	����	 u
����� ����� ������
�	� ��� ��� ��������� �����
 �� 
�������
 ���	� ������	���
��� �'����
 ��� �	���� ��� ���� ��	����	 u′

i� 5�	�� ��� �'�������	 
�*	�	� u′
i�

�
 �	
�����	 �
��������� ������
∑

(uj ,xj)∈S′
i
z′′j = z� ����� z �� ���� �	���� ��

���� ���� ����� �����	�� ����� ����� ����	 �	 ��� ���
�	� �� ��� ������� ��

!"



��� �������� ������ ����� ����� �	
�� ������	 ��	
����	�� ��� ������
 �� � ���)
��� �� 3��� ��� �

����	 �� ��� ��������� �� ��� ������	��� ��� �������	� �����
������ ����� �� ����	 �	 ��� ����	
�'� ������ ���� �� �	 �'���	�� �� ������
	������ �� �������� ��� ��� ��� ����� ���	�� �� � ������ ���	 �� ���� ���� �� ��
��� ��� ��� ������	�� ���� ��� 
������
 ��	��
 �� ��� �������

*���� � #�
��������� '	���& +�� �� ��	��
�� � ��������
 ������ A =
([A′

1, . . . , A
′
n], u, x, sh, pr)� ���� A′

i = (L′
i, u

′
i, x

′
i, sh

′
i, pr

′
i)� �	
 ��� y1, . . . , ym ��

������ �� ���������� +�� Basic(A) = {(u1, x1), . . . , (um, xm)}� 2� ����

∀ 1 ≤ i ≤ m : ui(xi + yi) ≥ ui(xi)

⇓

∀ 1 ≤ i ≤ n : u′
i

⎛
⎝x′

i +
∑

(uj ,xj)∈Basic(A′
i)

yj

⎞
⎠ ≥ u′

i(x
′
i)

��

�	 ��� �������	� ������ �� �� �	� ���� �������� 2� ���� ���� �� �	 �'���	�� ��
	������ �� �������� ��� ��� ��� ����� ���	�� �� � ������� ���	� �������
 �������� ���
���� �� ����� ���	 ���� �'���	�� �� 	������ �� �������� ��� ��� �� ��� ������	��
���� ��� 
������
 ��	��
 �� ��� ������� ���	� �������
 �������� ��� ���� �� �����
������	��� ��� ����� �� ���� ����	 �	 ��� ����	
�' �� ��� ������

*���� 
 #(��
��	�	�� �
��������� �	���& +�� �� ��	��
�� � ��������

������ A = ([A′

1, . . . , A
′
n], u, x, sh, pr)� ���� A′

i = (L′
i, u

′
i, x

′
i, sh

′
i, pr

′
i)� �	
 ���

y1, . . . , ym �� ������ �� ���������� +�� Basic(A) = {(u1, x1), . . . , (um, xm)}�
,�	���
� ��� �� ��	��
�� R ⊆ {1, . . . ,m}� ���	�

∀ 1 ≤ i ≤ m : ui(xi + yi) ≥ ui(xi) ∧ ∀ i ∈ R : ui(xi + yi) > ui(xi)

⇓

∀ 1 ≤ i ≤ n :

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u′
i

⎛
⎝x′

i +
∑

(uj ,xj)∈Basic(A′
i)

yj

⎞
⎠ ≥ u′

i(x
′
i)

∧⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

{j | (uj, xj) ∈ Basic(A′
i)} ∩ R 	= ∅

⇓

u′
i

⎛
⎝x′

i +
∑

(uj ,xj)∈Basic(A′
i)

yj

⎞
⎠ > u′

i(x
′
i)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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�� /��� ���	 ��� 
����������	 �� ��������� �����
�
 �
 Basic(A) �������	�� �
>����� ��������

�
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�����	 �
�������� �� ������ ���� ���� ��
��� ���� Basic(Ai) �������	�� � >����� �������� +�� �� ������� ���� ��� ���
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• ,�� �	
 1 ≤ i ≤ m �� ���� xi + yi ≥ 0 �	
 ui(xi + yi) ≥ ui(xi)�
• ∑

1≤i≤m yi = 0� �	

• ����� �'���� 1 ≤ j ≤ m ���� ���� uj(xj + yj) > uj(xj)�
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�' �� ���� ��� ������ �� ���� ������� ���� ��� ���
 �	 5�����	 "�
,����� �� �	���
��� � ������ 
�*	����	 �� ��� ��'���/����	 ��������� ����
	������	 �� ������ �	�
 �� ���������� ��� ������ ����������	 �� ��� ���������	�
������� �	 ��� �������	� 
�*	����	 �� 
����	����� ������	 ��� 	���� �� ���
��������� �
�	���
 �
 x �	
 y� �	
 ����� ������ ������ �
�	���
 �
 x′ �	
 y′�
�����������
��

����	�	�� � +�� Σ �� � ���	������ T �� � ��� �� 
��� �
���� �	
 α : Σ −→ T
�� � �
��	� ��	����	� +�� x = (x1, . . . , xn) ∈ Σn �	
 y = (y1, . . . , ym) ∈ Σm

�� ��� ������ �� �
����� ���� ���� ��� �	
 1 ≤ i ≤ n �� ���� α(xi) = Ti ∈ T
�	
 ��� �	
 1 ≤ i ≤ m �� ���� α(yi) = T ′

i ∈ T � +�� x′ ∈ T1 × . . . × Tn�
f : T ′

1 × . . . × T ′
m −→ �9� �	
 L : T1 × . . . × Tn × T ′

1 × . . . × T ′
m −→ �����

2� 
�*	� ���������� f ���� ���� L ����	 x, x′, �	
 y� 
�	���
 �
 ���x=x′
y (f, L)�

�� ��� ����� �� f(y′)� ���� y′ ∈ T ′
1 × . . . × T ′

m� ���� ����

• L(x′, y′) ���
� �	

• ��� �	
 y′′ ∈ T ′

1 × . . . × T ′
m �� ���� ���� L(x′, y′′) ������� f(y′) ≥ f(y′′)�

��

,�� �	���	��� �� f(y) = 2 · y �	
 L(x, y) = (y ≤ 3 · x) ���	 ���x=10
y (f, L) = 60�

���� �� �� ������� ��� ����� y′ ���� ��'���/�� f(y′) ����� ���*���	� L(10, y′)
�� 30� +�� �� 	��� ���� �� �� ��������������
 �� ���	����� �'�������	� ���	�
��� 	�� �������� �	�� �'�������	� ������� �	
 �������	�� �� ��� ,�� �'������
���x=10

y (f, L) ��	 �� ���������
 �����
 �� max{2 · y | y ≤ 30}�

8�'� �� �����	� ��� ����� ������ ���� ���� ���
 �	 ��� ����� �� ������� %�
��� *��� ������ ����� ����� �	
�� ������	 ��	
����	�� �� ��	 �'���	�� ���
�������	� �� �	 �

����	 �	
 � ��'���/����	 ���������

*���� � +�� g : T k → �9� f1, . . . , fk : T → �9� L1, . . . , Lk : T 2 → ����� �	

L′ : T 2k → ���� �� ��	����	� ���� ���� ��� �	
 x′

1, . . . , x
′
k, y

′
1, . . . , y

′
k ∈ T
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�� ���� L′(x′
1, . . . , x

′
k, y

′
1, . . . , y

′
k) = L1(x

′
1, y

′
1) ∧ . . . ∧ Lk(x

′
k, y

′
k) �	


g(y′
1, . . . , y

′
k) =

∑
i fi(y

′
i)� ���	�

k∑
i=1

(���xi=x′
i

yi
(fi, Li)) = ���

(x1,...,xk)=(x′
1,...,x′

k)

(y1,...,yk) (g, L′)

�
���� +�� �� ������� ���� ��� ���� ������ b1, . . . , bk �� ���� ���� Li(x
′
i, bi)

���
� �	
 ���� ���
xi=x′

i
yi (fi, Li) = fi(bi)� ��� �	
 1 ≤ i ≤ k� ,����� �� �����


���
∑k

i=1(���
xi=x′

i
yi (fi, Li)) =

∑k
i=1 fi(bi)� 2� �	�
 	��
 �� ����� ���� ��� �')

�������	 ���
(x1,...,xk)=(x′

1,...,x′
k)

(y1,...,yk) (g, L′) �� ���� �4��� ��
∑k

i=1 fi(bi)� +�� �� �������
���� ���� �� 	�� ��� ����� ���	� �
 ����	� �	�� �����	� ��� ��
 g �	
 L′ ���

�*	�
� �� ���� ���� ����� �'���� � ����� (b′1, . . . , b

′
k) 	= (b1, . . . , bk) ���� ����

���
(x,...,xk)=(x′

1,...,x′
k)

(y1,...,yk) (g, L′) =
∑k

i=1 fi(b
′
i)� ���� L′(x′

1, . . . , x
′
k, b

′
1, . . . , b

′
k) = �
���

����� �� ���� ���� ��� �	
 1 ≤ i ≤ k� Li(x
′
i, b

′
i) ���
�� (���
��� ��	�� L′

�� ��� ��	3�	����	 �� L1, . . . , Lk� �� ���� ���� L′(x′
1, . . . , x

′
k, b1, . . . , bk) ���
��

5�� (b1, . . . , bk) �� �	� �� ��� ����� �� �� ��	��
���
 �� ������� ��� ��'���/�)

���	 ���
(x1,...,xk)=(x′

1,...,x′
k)

(y1,...,yk) (g, L′)� ?������� ��
∑k

i=1 fi(b
′
i) �� ��� ��'���� �����

�����	�
 �
 ��	��
���	� ��� ��� �������� ����� ���	
∑k

i=1 fi(b
′
i) >

∑k
i=1 fi(bi)�

?�	��� �� ���� �'��� 1 ≤ r ≤ k ���� ���� fr(b
′
r) > fr(br) ���
�� 8������������

�� ���� ���� fi(bi) �� ��� ��'���� ����� ���� Li(x
′
i, bi) = �
��� ����������∑k

i=1 fi(b
′
i) >

∑k
i=1 fi(bi) ���
� �	�
 �� ��� ���� �	
�' 1 ≤ w ≤ k �� ���� ����

Lw(x′
w, b′w) 
��� 	�� ���
� ����� �� ��	���
� ���� L′(x′

1, . . . , x
′
k, b

′
1, . . . , b

′
k) ��

���� ����� ��	�� ��� ���
����� L′ �� ��� ��	3�	����	 �� ��� ���
������ L1, . . . , Lk�
5�� �� ��� � ��	���
�����	� ��

8�'� �� ���� ���� ��	
����	� �� ���� ��� ��'���� �� ��� ��'���� ��	 ��
�'������
 �	 ����� �� � ��	��� ��'���/����	 ���������

*���� � +�� β, f : T → �9 �	
 L′, L1, L2 : T 2 → ���� �� ��	����	� ����
���� ��� �	
 q, x′, y′, v′ ∈ T �� ���� L′(x′, v′) = ∃ y′ : L1(y

′, v′) ∧ L2(x
′, y′)

�	
 β(q) = ���z=q
v (f, L1)� ���	�

���x=x′
y (β, L2) = ���x=x′

v (f, L′)

�
���� +�� �� ������� ���� ���x=x′
v (f, L′) = a� ���� ��� a �� ��� ������� �����

�� f(v′) ���� ���� ����� �'���� y′ ���*���	� L1(y
′, v′) �	
 L2(x

′, y′)� 2� ����
���� ���� ���� � ��	
����	 ������� ��� ��	
����	 ���� ����� ���x=x′

y (β, L2)
��'���/��� ���� ���� ����
 ���� ���� �'�������	� �� �����	 ��� ���� ������

+�� �� ������� ���� ���x=x′
y (β, L2) = b� ���� ��� b �� ��� ��'���� ����� ��

���z=y′′
v (f, L1) ���� ���� L2(x

′, y′′) ���
�� ���	� ����� ���� �'���� v′ ���� ����
L1(y

′′, v′) ���
� �	
 f(v′) �� ��� ��'���� ����� ���� ���� L1(y
′′, v′) ���
��

(
 ��	��������	 �� ���� f(v′) = b� +����	� �� ��� ��4������	�� ���� y′′ ��

�
��� ���� y′′ �� �����
 �� ���*�� ���� L1(y

′′, v′) �	
 L2(x
′, y′′)� (���
��� ���

��'���/����	 �����	� ��� ��'���� ����� �� f(v′) ��� ����� v′ ���*��� ���� �

6!



��	
����	� 5�	�� ���� �� �'����
 ��� ��	�����	� ���� L′ ��4����� �	 ���x=x′
v (f, L′)

���	���	� y′ �� y′′� �� ���� ���� ���� �'�������	� �����	 ��� ���� ������ ��

�	 ��� �������	� ������ �� ����� ����� �	
�� ���� ��	
����	�� � ��'���/����	
���� ��	���	� � ������	 ��4������	� �'������
 �	 ����� �� � ������	 ��'����
����� ��	 ���� �� �'������
 ������� ���	� ��� ��'���/����	 �������� �	 ���
��4������	��

*����  +�� γ, L, L1, L2 : T 2 → ���� �	
 f, g : T → �9 �� ��	����	� ����
���� ��� �	
 x′, y′, z′ ∈ T �� ���� γ(x′, y′) = L2(x

′, y′) ∧ (���v=y′
z (g, L1) ≥ K)

�	
 L(x′, y′) = ∃ z′ : ((g(z′) ≥ K) ∧ L1(y
′, z′)) ∧ L2(x

′, y′)� ���	�

���x=x′
y (f, γ) = ���x=x′

y (f, L)

�
���� 2� ���� ���� ���x=x′
y (f, γ) �����	� ��� ��'���� ����� f(y′) ���� ����

γ(x′, y′) ���
�� �	 �

����	� γ(x′, y′) ������� ���� L2(x
′, y′) ���
� �	
 ���� ��

���� ���v=y′
z (g, L1) ≥ K� (���
��� �� ���v=y′

z (g, L1) ≥ K ���	 ��� ��'����
g(z′) ���� ���� L1(y

′, z′) ���
� ���*��� g(z′) ≥ K� ���� ��� ��� ������ y′ ��
y ��	��
���
 �	 ��� ��'���/����	 ���x=x′

y (f, γ) ��� ����� ��� ����� L2(x
′, y′)

���
� �	
 ��� ��'���� z′ ���� ���� L1(y
′, z′) ���
� ���� ���*��� g(z′) ≥ K�

+�� �� 	��� ���� ���� �� �4������	� �� ������ ���	� ����� ������ y′ ���� ����
L2(x

′, y′) ���
� �	
 ��� ���� z′ �� ���� ���� L1(y
′, z′) ���
�� ���� g(z′) ≥ K�

���� �� �� ������� �� ����� ��	
����	� ���
 ��� ��� ����� z′ ���� �����	� ���
��'����� ���	 ���
 ���� ���� ���
 ��� ���� z′ ��	 ����������� ��� ������
(���
��� �� ����� ��	
����	� ���
 ��� ���� z′� ���	 ���
 ���� ���� ���
 ��� ���
����� �����	�	� ��� ��'���� ���� ���� L1(y

′, z′) ���
�� ���� �� �� ������� ���
��	
����	 g(z′) ≥ K ��		�� ������ ����� ��� ���� z′ ���� �����	� ��� �������
������ 5�	�� ����� ��4������	�� ����� ����� ������
 �
 ��� ��	����	 L� ��

�
��� ���� ��� ����� �� ���x=x′

y (f, γ) ���� �� �4��� �� ���� �� ���x=x′
(y,z) (f, L)�

��

,�	���
� �� �����	� ��� ������ �� +����� % �	
 !�

*���� �. #�
��������� '	���& +�� �� ��	��
�� � ��������
 ������ A =
([A′

1, . . . , A
′
n], u, x, sh, pr)� ���� A′

i = (L′
i, u

′
i, x

′
i, sh

′
i, pr

′
i)� �	
 ��� y1, . . . , ym ��

������ �� ���������� +�� Basic(A) = {(u1, x1), . . . , (um, xm)}� 2� ����

∀ 1 ≤ i ≤ m : ui(xi + yi) ≥ ui(xi)

⇓

∀ 1 ≤ i ≤ n : u′
i

⎛
⎝x′

i +
∑

(uj ,xj)∈Basic(A′
i)

yj

⎞
⎠ ≥ u′

i(x
′
i)

�
���� +�� P = {A′
i|L′

i = [ ]}� ���� ��� P �� ��� ��� �� ����� ���	�� 
������
 ��	��

�� A� 2� ��	��
�� ��� �������	� ��� ������ ,����� �� P = {A′

1, . . . , A
′
n} ���	 ���
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�������� ������ ��������
 ���
� ��	�� ���� �	�4�������� ���	��
�� 5���	
� ��� ��
������� ���� P 	= {A′

1, . . . , A
′
n}� +�� �� ��	��
�� �	 ���	� A′

i 	∈ P � :���	 ���
���� ���� L′

i �� 	�� ����
� ��� �� ������� ���� L′
i = [Ai

1, . . . , A
i
ki

]� ���� Ai
l =

(Li
l, u

i
l, x

i
l, sh

i
l, pr

i
l)� +�� S ′

i = Basic(A′
i)� ���� S ′

i = ((ur1 , xr1), . . . , (urmi
, xrmi

))�
�	
 ��� �	
 1 ≤ j ≤ ki ��� Si

j = Basic(Ai
j)� (
 D�*	����	 1 �� ����

u′
i(z) = max{(∑ju

i
j(z

′
j), z

′
1, . . . , z

′
ki

) | ∑
jz

′
j = z ∧ ∀ 1 ≤ j ≤ ki : ui

j(z
′
j) ≥ wj}

��� ���� ��	���	� ������ w1, . . . , wki
� 8��� �
 ����
�	� ������� %� �� ����

�����	

u′
i(z) = max

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜⎝ ∑

(uj ,xj)∈S′
i

uj(z′′j ),
∑

(ul,xl)∈Si
1

z′′l , . . . ,
∑

(ul,xl)∈Si
ki

z′′l

⎞
⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
j∈{r1,...,rmi}

z′′j = z

∧
∀ (H, v) ∈ H′

i :
∑

j∈H uj(z′′j ) ≥ v

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

��� ���� H′
i ∈ P(P(�8) × �9+)� :���	 ��� ���� ���� A′

1, . . . , A
′
n ��� ��� ���)

�����
 �� ���� ���� ��� ��
�*�����	� �� ��������� ���� ���	 �����

 �����)
����
 �� ��� ����� ���	��� �����

∑
(uj ,xj)∈Basic(A′

i)
uj(xj) = u′

i(x
′
i)� �� ��� �	


1 ≤ i ≤ m �� ���� ui(xi + yi) ≥ ui(xi) ���	 �� �� ����� ���� �� ����
����

∑
(uj ,xj)∈Basic(A′

i)
uj(xj + yj) ≥ u′

i(x
′
i)� (���
��� �� ��	 ���� 
�
��� ����

u′
i(x

′
i +

∑
(uj ,xj)∈Basic(A′

i)
yj) ≥ ∑

(uj ,xj)∈Basic(A′
i)

uj(xj + yj)� ���� �� �� �������
��� ��
�*�����	

∑
(uj ,xj)∈Basic(A′

i)
yj ��	 �� ���������
 ���	� ��� ����� ���	��

�� A′
i �	 ���� � ��
 ���� ��� �

����	 �� ����� 	�� ��������� ����� ��� ���

	�� ������
 �����	�
 �
 A′
i� ������� �� ����� ���� �	 ��� ����� ��	
 ��
� ��

��� �	�4�����
� ���� ��	 �� 
�	� �
 ��
��
�	� ��� ��������� �� ���� �����
���	� (ui, xi) ∈ Basic(A′

i) �����
�	� �� yi� +�� �� ������ ���� ��� ��	�����	��
∀ (H, v) ∈ H′

i :
∑

j∈H uj(z′′j ) ≥ v ���
 �	 u′
i ������� �� ��� �	
 1 ≤ i ≤ m ��

���� ui(xi + yi) ≥ ui(xi) ���	 ��� �	
 ������ �� ����� ���	�� S ′ ⊆ Basic(A′
i)

�� ��
 ���� ��	���
� ����
∑

(uj ,xj)∈S′ uj(xj + yj) ≥ ∑
(uj ,xj)∈S′ uj(xj)� �����

��� ������ ���
�� ��

*���� 
. #(��
��	�	�� �
��������� �	���& +�� �� ��	��
�� � ��������

������ A = ([A′

1, . . . , A
′
n], u, x, sh, pr)� ���� A′

i = (L′
i, u

′
i, x

′
i, sh

′
i, pr

′
i)� �	
 ���

y1, . . . , ym �� ������ �� ���������� +�� Basic(A) = {(u1, x1), . . . , (um, xm)}�

6&



,�	���
� ��� �� ��	��
�� R ⊆ {1, . . . ,m}� ���	�

∀ 1 ≤ i ≤ m : ui(xi + yi) ≥ ui(xi) ∧ ∀ i ∈ R : ui(xi + yi) > ui(xi)

⇓

∀ 1 ≤ i ≤ n :

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u′
i

⎛
⎝x′

i +
∑

(uj ,xj)∈Basic(A′
i)

yj

⎞
⎠ ≥ u′

i(x
′
i)

∧⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

{j | (uj, xj) ∈ Basic(A′
i)} ∩ R 	= ∅

⇓

u′
i

⎛
⎝x′

i +
∑

(uj ,xj)∈Basic(A′
i)

yj

⎞
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